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1 Introduction 

On considère une courbe projective connexe et lisse X de genre g sur un 
corps algébriquement clos k de caractéristique p (éventuellement nulle) et X = 
X \ {ai, . . . , a^} la courbe affine définie sur k obtenue en ôtant r points à X 
(avec r > 1). La connaissance du groupe fondamental algébrique ni{X, x) repose 
sur des arguments transcendants, en particulier sur le "Théorème d'existence de 
Riemann" (voir [T] XII Théorème 5.1). Le but de cette note est de prouver le 
théorème de structure pour le plus grand quotient pro-résoluble et premier à p 
du groupe fondamental, en n'utilisant que des outils algébriques. On reprend à 
cette fin les idées essentielles et les arguments de [llj. 

Pour un groupe fini G, on note na le nombre minimal de générateurs de G, 
et Vg la propriété suivante : 

"G < 2.9 + r - 1 3tti{X,x) G 

On sait que Vg est vraie pour tout groupe G d'ordre premier à la caracté- 
ristique p, mais la preuve est "transcendante". 

On prouvera avec des outils algébriques l'énoncé suivant. 

Proposition 1. Soit la suite exacte de groupes : 

1 ^ G ^ H 1 . 

Si A est résoluble, si G est d'ordre premier à p, et si Vh est vraie, alors Vg 
est vraie. 

En particulier, on a donc une preuve algébrique du fait que Vg est vraie 
pour G résoluble d'ordre premier à la caractéristique p. 

On en déduit une preuve algébrique du théorème de structure du quotient 
p'-résoluble du groupe fondamental algébrique d'une courbe algébrique affine. 
Pour un groupe (profini) G, notons G™** la Hmite projective de ses quotients 
résolubles finis d'ordre premier à p. Pour tout entier > 1, Fn désignera un 
groupe profini libre à N générateurs. 



Théorème 1. Soit X = X \ {ai, . . . , a^} une courbe affine définie sur un corps 
algébriquement clos k de caractéristique p (éventuellement nulle), où X désigne 
une courbe projective lisse et connexe de genre g et r un entier supérieur ou égal 
à 1. Alors : 

„res ( \r —\ TT'res 

TTi (A,a;) ~ t'2g+r-l ■ 

L'ingrédient essentiel de la preuve est la formule de Grothendieck-Ogg-Sliafarevich, 
elle-même démontrée par des arguments algébriques (voir 0), et dont on n'uti- 
lise ici que la forme modéré^. Mentionnons enfin qu'une version nilpotente du 
théorème [Ha été récemment prouvée par Lieblich et Olsson (voir 0)- 

2 Preuves 

2.1 Dévissages 

On se ramène au cas où A est un groupe abélien ^-élémentaire A (pour un 
nombre premier l distinct de p), irréductible pour l'action de H, grâce aux deux 
lemmes suivants : 

Lemme 1. Si la proposition]^ est vraie pour tout groupe abélien l-élémentaire 
A, irréductible pour l'action de H , elle est vraie pour tout groupe abélien A. 

Lemme 2. Si la proposition [7] est vraie pour tout groupe abélien A, elle est 
vraie pour tout groupe résoluble A. 

Introduisons quelques notations. Pour une suite exacte de groupes finis 

(S) l^A^G^H^l 

notons la propriété Vh =^ Vg- 

La preuve des lemmes repose sur la remarque immédiate suivante dont on 
omet la preuve : 

Lemme 3. On se donne la suite exacte 

(S) 1 ^ A^ G ^ H ^ 1 

et un sous-groupe Ai de A distingué dans G et on note A2 — A/ Ai. On dispose 
alors de deux nouvelles suites exactes 

{S2) 1 ^ A2 ^ G/Ai -^H^l 

{Si) 1~> Ai^G^ G /Al 1 

Alors si (*)si et (*)s2 sont vraies, il en est de même de {-*)s- 

^Dans la direction opposée, il est intéressant de noter que la preuve initiale de la version 
modérée de cette formule reposait sur le théorème de structure du groupe fondamental, obtenu 
de manière transcendante (voir [8| V Remark 2.19). 



2 



2.1.1 Preuve du Lemme[î] 

Démonstration. Un groupe abélien A d'ordre premier à p est le produit direct 
de ses Z-sous-groupes de Sylow, qui sont caractéristiques, et donc distingués dans 
G. On peut donc se ramener dans un premier temps, par un raisonnement par 
récurrence sur le nombre de Sylow de A, et grâce au lemme [3] à un Z-groupe 
abélien A. Puis, en raisonnant par récurrence sur l'ordre de A, et en appliquant 
le lemme [3] à Ai = A' , on est ramené au cas de Z-groupes abéliens élémentaires. 
Enfin, une nouvelle récurrence sur le nombre de facteurs irréductibles dans la 
décomposition de A comme Fi[7î]-module, permet en utilisant encore le lemme[3] 
de se ramener au cas où A est irréductible en tant que représentation de H. □ 

2.1.2 Preuve du Lemme [2] 

Démonstration. La preuve est similaire à la précédente. On raisonne par récur- 
rence sur la longueur de la série dérivée de A, et en utilisant le lemme [31 

□ 

2.2 Relèvement de revêtements d'une courbe affine 

On reprend les notations de l'introduction : on considère un corps algébrique- 
ment clos k de caractéristique p (éventuellement nulle), une courbe algébrique 
affine lisse et connexe X sur k, un point géométrique x . 

On se donne un morphisme surjectif ni{X,x) ^ H où H est un groupe fini 
et le revêtement galoisien connexe correspondant n : Y X, qu'on munit du 
point géométrique associé y au dessus de x. On fixe de plus un F/ [7ï] -module A 
de type fini irréductible. 

Comme X est connexe, on a une équivalence de catégorie classique entre sys- 
tèmes locaux (pour la topologie étale) de F;-espaces vectoriels de dimension finie 
d'une part, et représentations de tti{X,x) à valeurs dans les F;-espaces vectoriels 
de dimension finie d'autre part. Cette équivalence envoie un faisceau localement 
constant F sur sa fibre F- en x. De plus, H^{X,F) ~ H^{Tri{X,x), Fx) (|11). 
preuve de la Proposition 1). 

Ainsi au groupe A vu comme représentation sur F; de tti {X, x) à travers le 
morphisme ni{X, x) -» H, est naturellement associé un faisceau étale localement 
constant A trivialisé par n : Y ^ X . ïl s'agit simplement du faisceau étale 
TT^ {Ay) donné explicitement par {U X) ^ {AY{Tr~^U))^ , où Ay est le 
faisceau constant sur Y associé au Fj-espace vectoriel sous-jacent à A. 

Lemme 4. On a une suite exacte : 

O^H\H,A) H\X,A) ^îloni„{TTf{Y),A) ^ H^{H,A) ^0 

Démonstration. Il s'agit de la suite exacte courte de bas degré associée à la 
suite spectrale de Hochschild-Serre RP{H,m{Y, Ay )) =^ HP+i{X,A) (voir 
appendice lA.ip . Pour identifier le troisième terme H^{Y,Ay)^ de la suite on 
utilise l'isomorphisme H^(Y,Ay) ~ H^{T:i(Y,y), A) = Hom(7ri (F, |/)°^ ^), A 
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étant trivial comme tti (F, y)-module. L'annulation du cinquième terme, à sa- 
voir H'^{X,A), résulte de l'hypothèse que X est affine et donc de dimension 
cohomologique 1 {[2j IX 5.7, X 5.2). □ 



Lemme 5. Le morphisme de transgression trans : Hom^f (7r°^(y), A) H'^{H, A) 
dans la suite ci-dessus peut-être décrit comme suit : soit u G Hom//(7r5'''(F), A), 
u ^ 0. Alors u correspond canoniquement à un revêtement galoisien Z ^ X 
dont le groupe de Galois est une extension de H par A, et trans(M) est l'opposé 
de la classe de cette extension dans H^{H,A). 

Démonstration. Comme la dimension cohomologique de tti{X,x) est 1 
Proposition 1), on peut, alternativement, considérer la suite exacte du lemme 
H] comme la suite exacte d'inflation-restriction relative au module ^ et à la 
suite exacte 1 — > 7ri(F, y) ni{X,x) H ^ 1. On conclut grâce au fait 
suivant (pour lequel on renvoie à [6j, qui traite le cas des groupes abstraits) : 
soit l^F^G^H^l une suite exacte de groupes profinis, A un groupe 
abélien discret équipé d'une action continue de H. Soit de plus F' le sous-groupe 
dérivé de F, et 7 G H'^ÇH, F/F') la classe de l'extension : 1 F/F' ^ G/F' ^ 
H — > 1. Alors le morphisme de transgression trans : H^{F,A)^ H^{H.,A) 
(c'est-à-dire le quatrième morphisme dans la suite exacte d'infiation-restriction) 
est donné explicitement par : 

Vu G H\F,A)" = iï°(H,Hom(F/F',yl)) trans(M) = -7 U it 

□ 

2.3 Preuve de la Proposition [î] 

Supposons Vh vraie. Le cas où les deux assertions de Vh sont fausses est 
évident. On supposera donc, dans ce paragraphe, que ces deux affirmations sont 
vraies à savoir nn < 2g + r — 1 et 3Tri{X,x) H. Il faut vérifier Vg ■ 



2.3.1 Preuve de la Proposition [J lorsque G n'est pas produit semi- 



La classe de la suite exacte l^A^G^H^l dans H^{H,A) 
n'est pas triviale, et son opposée se relève donc en un élément non trivial de 
H om H i'ïï'i'' (Y), A) , qui est surjectif car A est irréductible; ce dernier corres- 
pond à un revêtement galoisien connexe Z de groupe A, tel que le composé 
Z ^ Y ~^ X soit galoisien de groupe G et tel que la suite exacte correspon- 
dante de groupes de Galois soit la suite exacte de départ d'après le lemme [H 
Cela montre en particulier que la propriété 3tti{X,x) G est toujours vraie. 

Il s'agit donc de vérifier que ne < 2g + r — 1 est vrai. Cela résulte du 
fait que no = nn < 2g -\- r — 1 car G n'est pas produit semi-direct. En effet, 
soient afi,--- des relevés dans G d'un système minimal de générateurs 

xi, - ■ ■ tXtlh de h, et g < g le sous-groupe qu'ils engendrent. Le sous-groupe 




direct 
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^ n G de ^ est stable pour l'action de H, et du fait de l'irréductibilité de A, 
AnG = AouAnG = 1. Cette dernière égalité est impossible du fait que G 
n'est pas produit semi-direct. Donc A < G et G = G. 

2.3.2 Preuve de la Proposition [T] lorsque G est produit semi-direct : 
préliminaire 

Si G est produit semi-direct de A par H, on déduit du lemme [4] le lemme 
suivant : 

Lemme 6. Le problème de plongement 

Tri{X,x) 

y 

> g ^ 

1 ^ A s- G — ^1 

a une solution /orieH si et seulement si dimp, H^(X,A) > dimjr, H^{H, A). 

Démonstration. Une solution forte du problème de plongement correspond en 
effet à un élément non trivial de HomniT^i^iY), A) s 'envoyant sur la classe 
triviale de H'^{H,A). D'après le lemme [H un tel élément existe si et seulement 
si dimF, (X, A) > diniF, H^{H,A). □ 

2.3.3 Calcul de dinip, H^{X,A) 
Lemme 7. Si H est un p' -groupe alors : 

diniF, H^{X,A) = {2g + r - 2) dimp, A + dinip, A" . 

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du théorème de Grothendieck- 
Ogg-Shafarevich : voir le corollaire [î] de l'appendice IA.21 En effet en notant 
n : Y ^ X l'unique revêtement de courbes projectives et lisses prolongeant tt, 
qui est encore galoisien de groupe H, on peut appliquer la formule au faisceau 
F = Ay, qui est constructible car 7f est propre, et dont la restriction à X est 
F\x — — A. L'hypothèse sur H fait que F est modérément ramifié, en 

d'autres termes pour tout x G X{k) on a a^iF) = 0, d'où la formule donnée. 

□ 

2.3.4 Lemme algébrique 

On fixe un entier naturel N. 

Lemme 8. On suppose que A est un groupe ahélien l-élémentaire irréductible^ 
pour l'action de H et que nn < N . On note G le produit semi-direct G — A><s H . 

^On rappelle que cela signifie qu'il existe un épimorphisme tti{X,x) G faisant commuter 
le diagramme donné. 

^En particulier A est supposé non trivial. 
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Alors 



diniF, H^{H, A) < {N - 1) dinip, A + diniF, A" no < N . 

Démonstration. On note S = {s : H ^ G} l'ensemble des sections (qui sont 
des morphismes de groupes) de la projection canonique q : G ^ H. Le groupe 
A agit sur S par conjugaison, et il est bien connu que l'ensemble quotient est 
en bijection avec H^{H, A). Comme le stabilisateur de toute section est A^ , on 
en déduit que 

\A"\-\S\ = \H\H,A)\-\A\ 
Il s'agit donc de montrer : 

nG<N \S\< \A\^ . 

On suppose d'abord riQ < N, disons < ui, • • • , un >~ G. Alors < q{ui), • • • , q{uN) >= 
H , et donc toute section est déterminée uniquement par ses valeurs sur q{ui), • • • , q{uN), 
qui sont du type aiui, • • • , qnun, avec (ai, • • • , un) € A^ . Il y a donc au plus 
sections, mais le choix (!,••■ ,1) ne convenant pas, on a donc \S\ < 

Réciproquement on suppose ne > N. Soit {xi, • ■ • ,xn} un système géné- 
rateur de H et xi, ■ ■ ■ , x~n des relèvements arbitraires dans G. Alors pour tout 
(ai, • • • ,ajv) e A'^ on va montrer qu'il existe une (unique) section s telle que 
s(xi) = aifi, • • • , s{xn) = a^XN. Comme deux telles sections sont distinctes, 
ceci impliquera \S\ > \A\^ . 

Pour prouver l'existence de la section, on pose G =< aiafi, • • • , unx'n >C G. 
Alors G se surjecte sur H et B — AD G est un sous iî-module de A. Comme 
A est irréductible et ne > N on doit avoir S = 1, ce qui montre que q induit 
un isomorphisme de G sur H, et l'isomorphisme réciproque fournit la section 
souhaitéqjl. □ 



2.3.5 Preuve de la proposition [J lorsque G est produit semi-direct : 
conclusion 

On utilise les lemmes El [7] et [8] (le dernier avec N = 2g + r — 1). Plus 
précisément, pour montrer l'implication ne < 2g + r — 1 => 3Tri{X,x) G, 
on part d'un épimorphisme tti {X, x) H, dont on a supposé l'existence, et on 
le relève à G grâce à l'hypothèse ne < 2g + r — 1 et aux lemmes. Pour montrer 
l'implication réciproque, on part alors d'un épimorphisme Tri{X,x) G, puis 
on applique le lemme[6]à l'épimorphisme composé ni{X,x) -» G ^ iî, et les 
lemmes [7] et [H montrent qu'alors no < 2g + r — l. 

^Remarquons qu'il ressort de la preuve que sous l'hypothèse ne > N > ng, on a ne = 
et N = riH- Cela peut être vérifié directement d'ailleurs par le même genre d'arguments : 
il suffit en effet de voir que ne < nu + 1. Soit x\, - ■ ■ , Xn^ un système minimal de générateurs 
de H, qu'on relève arbitrairement dans G en afi,--- ,Xnjj- Soit de plus a^O dans A. Alors 
XI, ■ ■ • , xÙh 1 engendrent G : en effet si G est le sous-groupe de G engendré par ces éléments, 
alors G s'envoie sur H de manière surjective, le noyau A n G est muni d'une action de H 
compatible avec son inclusion dans A, et contient a, donc par irréductibilité doit être égal à 
A, ce qui impose G = G. 
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2.4 Preuve du théorème [î] 

La proposition [H montre que les deux groupes profinis w'[^^{X,x) et FJ^^^-i 
ont mêmes quotients finis. Comme le second est topologiquement de type fini, 
cela suffit d'après [3], Proposition 15.4 ou [ij, Proposition 16.10.7. . 



3 Remarque sur le cas des groupes d'ordre divi- 
sible par p 

Il semble naturel de demander ce qu'il subsiste de la méthode précédente 
pour des groupes d'ordre divisible par la caractéristique p du corps k. En parti- 
culier, on aimerait avoir une preuve algébrique de la conjecture d'AbhyankaiH, 
pour les groupes résolubles pour toute courbe affine, généralisant d'une part 
celle donnée dans [H] pour la droite affine, et le théorème [U d'autre part. 

Dans cette direction, on remarque que l'hypothèse que H est un p'-groupe 
n'intervient que dans le lemme [7l Si on la remplace par l'hypothèse plus faible 
que l'action de H sur le faisceau F introduit dans la preuve du lemme [7| est 
modérée, on a obtenu au passage le résultat suivant. 

Proposition 2. Soit tti{X,x) ^ H où H est un groupe fini d'ordre quelconque, 
et TT -.Y X le revêtement galoisien connexe correspondant. 
On considère le problème de plongement suivant : 

TTl{X,x) 



> q 

1 — ^1 

Si A est abélien l-élémentaire avec l ^ p, et irréductible pour l'action de H , 
si de plus le faisceau étale A associé sur X est modéré, si enfin ne < 2g + r — 1, 
alors le problème considéré a une solution forte. 

Remarque 1. L'hypothèse que A est modéré est bien sûr vérifiée si le prolonge- 
ment canonique de tt en un revêtement de courbes projectives lisses est lui-même 
modéré. Dans cette situation, les méthodes transcendantes et algébriques ne sont 
pas vraiment concurrentes, mais complémentaires : le théorème d'existence de 
Riemann, allié à la théorie de la spécialisation du groupe fondamental, affirme 
f/jy XIII Corollaire 2.12) que la condition ne < 25 + r — 1 est nécessaire pour 
que G soit un quotient du groupe fondamental modéré, et la technique de relè- 
vement adoptée ici montre, pour ce type très particulier de groupe, qu'elle est 
aussi suffisante. 



^On rappelle que celle-ci affirme qu'un groupe fini est groupe de Galois d'une extension 
étale d'une courbe afRne X si et seulement si son quotient par le sous-groupe engendré par 
ses p-sous-groupes de Sylow admet au plus 2g + r — 1 générateurs. Cette conjecture a été 
démontrée par Raynaud pour la droite affine [ÎÔ] et Harbater dans le cas général [5]. 
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A Appendices 



A.l Hochschild-Serre 

Théorème 2 (Suite spectrale de Hochschild-Serre). Soit n : Y ^ X un revê- 
tement galoisien de groupe H , et F un faisceau (abélien) étale sur X. Alors on 
a une suite spectrale : 

HP [H, m [Y, TT* F)) =^ HP+i{X,F) 

Démonstration. Voir par exemple [8] III Theorem 2.20. 

□ 

Cette suite spectrale étant cohomologique, on dispose en particulier de la 
suite exacte courte des termes de bas degré, qui s'écrit ici : 

^ H\H,H°(Y,tt*F)) H\X,F) H\Y,Tr*F)" H'^ {H , H° {Y, n* F)) H^{X,F) 

A. 2 Grothendieck-Ogg-Shafarevich 

On suit [9], [s] : fc est un corps algébriquement clos de caractéristique p 
(éventuellement nulle), X une courbe algébrique irréductible, projective et lisse 
sur k, de point générique V. 

Définition 1. Soitl un nombre premier distinct dep, et F un faisceau construc- 
tible de ¥i-modules sur X . L'invariant de Swan de F en a; G X{k) est l'entier : 

oo 

a.(F)=^^dimF,F^/Fi^' 

où gi est l'ordre de Gi, i-ème groupe de ramification en x dans un revêtement 
galoisien Y/X trivialisant F au point générique. 

Définition 2. L'exposant du conducteur de F en a; est : 

Êx{F) = ax{F) + diniF, -FV - dim^, F^ 

On a alors : 

Théorème 3 (Grothendieck-Ogg-Shafarevich). 

x(X,F)^x(X)dimr,F-- ^ e,(F) . 

x£X(k) 

Corollaire 1. Soit X un ouvert affine de X , ne contenant aucun des points où 
F est ramifié. Alors : 

x(X,F|x)=x(^)dimF,^V- Y. "-(^)- 
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Le corollaire est immédiat à partir de la suite de cohomologie relative de la 
paire (X.X) et du fait que dimp, = dimp, Hl(X,F) ([g] V Lemma 

2.10 (a)). 

Remarque 2. Notons que si r est le nombre de points de X — X , et g est le 
genre de X, alors x{X) — 2 — 2g — r . 
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